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FACULTEITREEKSEN. 
1. ~egene~~li~~rde ~~ta-integJ:".B:_len. Algemene ontwikkelingsstelling~ 
I. Zij 't' ( t) een in het interval o<.. t <, reguliere functie, die in 
dit interval voldoet aan de relatie: 
} t(t) I < C1 t -!lo (1-t) ~q., 
waarin C,>O , ~~ en ~ 1 van t onaf'hankelijke geschikt gekozen re~le 
getallen voorstellen. 
We defini~ren dan voor 1k o< > q..; ~~ ><t, de gegeneraliseerde 
B~ta-integraal :B ( ex ,~ ~ t ) als 
c1> .. B ( o1,r; ttt~ ~ j' t"·' c,. t t·' 'l'(t)dt 
0 
II. Zij t (t) een functie, die na het aanbrengen van een snede langs 
de re~le as van 1 naar -oo analytisch en eenwaardig is in de cirkel 
[ 1 gedefinieerd door jJ-t} =8,<J • Stel verder dat beide analytische; 
voortzettingen op het segment O < t < 1 bestaan, ondubbelzinnig be- i 
paa.ld zijn en dat voor beiden in die omgeving van f = 0 geldt 
I 'Jilt) 1· < c.t + ... 'J 0 
We definieren da.n v~or R.,, o/. ) t• 
( 2 ) _B ( d rA · 1u(t)\ = ~ l t ~ -1 ( t- ,/3- 1 1u(t) d. t . 
I '1- >T ~ 27t ~ T 
'w, 
De integratieweg \✓, wordt hierin genomen langs de reele as van 
0 tot 1 - 61 , in positieve rich~ing langs de omtrek vanCr, en weer 
terug langs de reele as van 1 -G, , naar o. Langs het eerste stuk v,n 
de reele as kiest men voor de waarde van 'f' ( t ) een van de bovenge-
noemde voortzettingen, zodat na het doorlopen van de onttrek van C, 
( in posi tieve richtirig) en andersom de andere voortzetting van 'f' (t) 
wordt a.angenomen. Arg (t -1) wordt gelijk aan nul gest.eld in 
t=1+S,. 
~:QID~~l&i-00: 
Is f ( t) regulier in t = 1, dan is als f\.e (1 > c:, · 
( 3) ]t ( o( •r l rt:Y = ~ re~ ] ( ._t)f=> > ttlY 
Is bovendien ~ geheel, dan is 
(4) 
_B, (ex,~; t(U 4'(t-~ == ](c(>p;'l'tty 
III. Zij 'f' ( t ) een functie, die, na bet aanbrengen van een snede 
langs de reele as van O naar do , analytiscb en eenwaardig is in de 
cirkel _ C,. gedefinieerd door \ t/ :: bo- <. I • Stel verder, dat de 
beide analytische voortzettingen Tangs het segment O < t < 1 bestaan 
en dat voor beide in de omgeving van t = 1 geldt 
)rU)J < c3 v-tJ-~ 1 
We definieren dan voor R, f > q., 
(5) Bo ( <><, f-> ; '/'itij = - i; i ). l-tr-l (,-tl'-, 'jl(t}dt 
De integratieweg 'v{ wordt hi~rin genomen langs de reele as van 
1 naar 60 , in posi t:ieve richting langs de omtrek van C0 en weer 
terug langs de reele as van 60 naar 1. Langs het eer~te stuk van de 
reele as kiest men voor de waarde van 'If (f) e~n van bovengenoemde 
analytische voortzettingen, zodat, na bet doorlopen van C0 in posi-
. tieve richting, de andere voortzetting van t (t) wordt. aangenomen. 
· Arg ( - t) wordt gelijk a.an nul gesteld in t = -60 • 
.Ql2m~.:lti: !J6fil!I 
Algemeen geldt: 
( 6) BO ( et. r ~ tit~ =- B) f, o: .) tr,- t v 
Verder geldt als y ( t) regulier is int= 0 en als ~ ~ > o : 
(7) Bo ( o(,~ ~ rH~:: -~_1ro1 B ( ~l ~~ rltJ 
Is bovendien ~ geheel, dan: 
(8) 
IV. We bewijzen nu voo~ integralen van het type (2) een algemene 
ontwikkelingsstelling. Wegens de betrekking (6) kan men deze direct 
omzetten in een ontwikkelingsstelling voor·integralen van het type 
(5). Een analoog bewijs levert een later te noemen algemene ontwik-
kelingsstelling voor integralen van het type (1). 
Beschouw dus een integraal van bet type (2). Neern aan, dat f (t' 
te sc.hrijven is als -r(t) :: ~lt) r(t) 
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waarin f ( t) een functie is, die in de cirkel \ / - t) = 1 analytisch en 
eenwaardig is en daar voldoet aan 
(9) l<flllj < c4/ WR.a, ( 1- 11-tf t 
waarin c4 > t > o en q, geschikt gekozen, van t onafhankelijke getal--
len voorstellen. De voor r d) ingevoerde veronderstellingen impli-
ceren, dat ~ (l) na het aanbrengen van een snede langs de reele as 
van 1 naar -CX> in de cirkel C1 analytisch en eenwaardig is, dat de 
beide analytische voortzettingen op het segment O < t <.. 1 bestaan en 
ondubbelzinnig bepaald zijn. We nemen bovendien aan, dat de genoernde 
voortzettingen op dat deel van bet segment, hetwclk in de omgeving 
van t = 0 ligt, voldoen aan 1 
(10) li{t)/ < c5 t -q,. 
waarin c, > o en 0:, geschikt gekozen van t onafhankelijke reele 
getallen voorstellen. 
Nu geldt de volgende 
Stelling: B1 ( o( ,f ; f (f)) kan voor fu ci >~+~+-~i ontwikke ld warden 
in de reeks: 
_1_. f, (-1) k a, } J:',(-q-, (t-,)13-' .k ~(tJ ,H 
~TfL - 0- 'w 
I 
waarin de a..k de ontwikkelingscoef'ficienten zijn van 
ot q, ~- k t cp(f) = 4-- ak {1- t). 




t 1, qlt) = ~ ( -l a k ( f -, ) 
Is nu O < -"l. < 1 en )( de onrtr€k van de cirkel 
1': 
k I \ ~ - k-, 
(-tJ D- k ::. 1 rrL { riu· f ('\Ir) {w-1) ~ 
en dus voor iedere t bi~en )( gelegen · 
'Z-
s a) ::: _, ~ _ 1;1·9, er bii) ~ tt -l d.tw--~ nri. 1, ~•1 Li,- 1, )k x .__v-, > ,'lli-1 
't, 
::: _I_ \ -u_r q, lf (ttr) ttw 
2. n: i. Jx ('W"-l rur-t) 
~ 
j I - 0 = "l- , dan 
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Gebruik makend van de ongelijkheid (9) vinden we 
( 11) \ S ,f (t J ! < c, (J- ,-if p ~ .,f j. /~~-! 
)(1'. 
waarin C6 een van 1::- ona.fhankelijke constante voorstel t. 
Passen we nu toe de trans£orrn~tie 
/-'l»•(J-t)1..t~'f 
waarin ? =- \1- t/ 
het rechterlid 
, dus O ~ f -< "l , dan vinden we voor de integraal in 
van bovenstaande ong0lijkheid 
rr 
JY( -1~':I r " , ~ ~ V•' ~,: ., ,~Tr 
~ Q ) 
Hierin is 
1 .1. 12 . .2. , ( )2 1:- -.2,r?C-t."\'l+f ::(tz:.-y/+Lfkf ~ :rf? 1(,,-~ 
? lt I(_, f tWt•--2 i <f ~ ; /(, f q/ 
Is ~ ~ ( 2 - 1/3 ) , dan is 
1 2. ~ ( 1r::- )..z 
I(_, - .2 't f ~ Cf + f °l ( k, - f i ~ 1-(,,2 Y3 -/ 
zodat dan 
( ldiw--1 < --3.!__ 
))\ }v.r- t \ = 'fi - I 
t 
Is daarentegen r > (2 - V3), dan is er in het eerste kwadrant 
-t. (.) 
een hoek ½ a -te vinden zodanig dat sin ½ j' = t2-
. t d l Tr y1 I'{, f en 
\ \clvJ ~- j_t'( I _1__ + .(''l. ~ :::. ~ + 1[\r:=z' £ctl 1f.' +rr\5. L.l J \1u - t I - "l - f i' 1 ftp --z- - f V T a Y °¥ '"-C6' o 
K',;:, 0 (,) 
In de laatste uitdrukking zijn de eerste en tweede term begronsd 
terwij 1 de laatste term van de orde lo.g~ is. Onder all-e- omstandig-
,..i::.-p 
heden geldt a.us j, \dw-1 ~ l. < c-. ·-~ )rw--t-1 f "C-? 
·-C 
Volgens (11) vinden we: 
(12) ( c1 en c~ z.ij n con-
. st.ia.nt J 
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De integral en best a.an, want d"' (t ) voldoet a.an ( 10) en er is 
verondersteld Re ( c< - q - f ) > ~ met ~ ~ o • 
Wegens het fei t, dat fr (t ) regulier is op w, (behal v7 in de orn-
geving van t = 0 in welk geval echter ( 10) geldt) is Ii 9: ilt)j 
beperkt op vi, , en geldt: 
(13) \'R-f / < e, l HIR,(c1-~-~·-,i1t-,J"'1~+R-,)1Sit~jdtl 
Wi ( 
=' c, r- b,, tlR, 1 ""'\, ·1·-,)1 t -•I R.t(l+P-,j I .s 1ll Jj ldt I + c,. 8, t. \ s ;t 1/ Id t I 
Voor de laatste integraal vinden we met behulp van (12) 
( \ S itH/ ldJ j < c8 -t-t (1-,tf ~ la.- _i_ t, a~-~ 
waarin -t:. > S, (maarlt < I ). 
We zien dus dat F./· ~ \ Si(tJ l ~fl tot nul nadert als l onbeperkt 
aangroeit. Wat betreft de Jerste integraal in het rechterlid van (13) 
nernen we a.an, dat ,f zo groot is, dat R..r. (~ +l-1 )> O. Dan wordt ze 
gemajoreerd door ft Rt(u-9, -~'-,\,-l·J '¼.(~,.~-,) I S;cHJ dt 
J. l o I 
Voor L ~ ;_ kiezen we in (12) ~ = /- i,E , dus 
en omdat .it-! begrensd is, als .l onbegrensd toene emt, 
l 
I(,~ p ~ ,i 
vinden we voor 
t>2.. I I ~ 
= -f S/t) < cii I ica, 41 . 
Is daarentegen t <-¼ dan nemen we in ( 12) ~ = f ( I + ? ) , rlus 
-1,, ,e_ __ L I- " _..l._ 
1 --t = -t.. - f = i (1 - ~ ) • Omdat dan IC-- ~ "l ,_ P =(1 -T) ,-~ begrens~ 
is vinden we voor i: < l : 
\Sitl/ < c,, ( 1- y)°f ~ ,~y = c,, r 1 1,,; 
De eerste integraal in het rechterlid van (13) wordt dus gemajo-
reerd door: 
c,, ,t? .f,-_;{ );., tR.le1-i-(·1)(1-t)ll.(~•J-i) .tt + 
Ci,}' t !\,/e1-i-"·j>·l}Li-t\R,{f'•..!-~ l~t &t 
,, 
tot 
Wegens \ti ( a. -1, - ~ -} ) > O bestaat de laa.tste integraal en nadert 
nul als _.f tot oneindig nadert. J k . .t.. -\-,) 
We bewijzen nu eerst voor vaste JJ., : ( ! (,- r) }'- dt::. {j( J 
/ J_p-1 
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Imm0rs als k < 0 geldt 1 l (, t' (1-t/+t Jt/ < Tkf, 0-Hr+J' dt < rk l v-+i~•)' ctt = i!:+, 
Neemt men verder aan, dat deze laatste stelling voor zekere k 
geld t, dan geldt zo ook voor k + 1, immers 
n-,)l+p+t k J' 1 k 
) I t l+I 6-t)1 •)' dt = (t- l ,r -, + k, I t \_ tJ ., + I dL io/(f ·J) 
)_- I ~ + ),t + I ,f +jl +i i;_-, 
volgens de inductieonderstelling. 
We vind.en dus 
x" 1, d l~, ti, /11-4-q;-,} (d)ll.([>•1-,) d t 
= l;, 41 a( /"f-«•pi'l) 
= (')' ( J B.{-<H<i +'I-' +P) ,441) 
hetgeen tot nul nadert wegens Rt ( cJ.. - <\, -1-t ) > 0, 
Hiermede is de algemene ontwikkelingsstelling voor B,-integralen 
bewezen, aa.ngezien blijkt, dat 7',.f, tot nul nadert als _.e t et oo nadert. 
V. Stelt men de zelfde eisen aan 'f' (t )= % (t) Cf (t) en bovendien de eis, 
dat in de omgeving van t:::: / •P het segment 0 < t < 1 geldt 
\ ~ c+ )j < C 14 ( 1- t )-~" dan ~vindt ~en voor Rtci1 > -p -:-c( + R.t~' R.e f > c( 
U{ i\ ~ (tct~q,-11 tlf:i-r+k ct)di· 
J_) d,~ ) rtt )j :: L;-- Q~ j ,.J- , % 
0 
Opm. I. Men gaat tenslotte gernakkelijk na, dat alle in bovenstaande 
bewijs ingevoerde constanten c, t/m c, 4 onafhankelijk van d. en~ ge-
kozen kunnen worden, indien deze grootheden in eon beperkt gebied 
varieren. Di t betekent dat de gevonden reeksontwil-::1rnling in zo' n ge-
bied gelijkmatig convergeert. 
Opm. II. Hangt bovendien } (t ) behalve van t n..:,g v :::-xl een parameter ~ 
a:f, en weet men, dat binnen ze~er gebied van ~ de relatie 
l ~lt)j < c_,. t -1, 
geldt voor een zekere, van ,x,onafhankelijke omgevj ng van t = 0, terwj_jl 
op het overige deel van de contour ¼ j(f) een Yan ,z, onafhankelijke 
bovengrens heeft, dan zal de convergentie ook in dat gebied van .z ge-
lijkmatig zijn. 
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....... - .. 
2. Gegeneraliseerde _Facul tei treeksen. Hct convergerrti~_half'vlak. 
Als faculteitreeks (van de ·tweede soort) wordt in het algemeen 
~edefinieerd een reeks van het type 
~ a.i. kl . :; it_ a r...,(k+,)'r(cx} 
Lf- cx(0(+1}. ...... (o<+k) o k 1(o<+ ktr) 
"'° 
""~ Cl1_ B(o1) k+i) 
<) 
We voeren nu een grotere klasse van reeksen als gegeneraliseerde 
faculteitreeksen in, n.l. die van de beide typen: 
00 0.,,.. JJ Q_ k d f-, 'm B ( o( -it Ir,+ k; 
"° k J-m 
,9/T\ ?c-1} Cl.k d[=>'tl'-B,(()(-1°~+~ 
(m geheel ¾ 0) 
N8.9-rin n/ o< - ci, , ~ + K ) = .BJ ( c< - q_ , f?:i + k ; t ( t)) . voor 1f ( ! ) £ 1. 
( tQ:'•i-1 ~+k-, 
Hierin is dus B ( 0< - i , f + k )= J ( 1- t ) Jt = 
_ 
0 f ( ri+ k) r{o1-~) 
- I ( ol ;. ~ 'f k - 4. ) 
-1: <>1-i-1l+-l=s+k-1 dJ = ' 
waarin de integraalvoorstellingen alleen betekenis hebben als 
R.e, ( o(- ~ ) > 0, t erwij 1 de voorstelling m.b. v. Gamma-functies 
algemeen geldig is en 
l~ B(c.t-~,r+k)~ )~ t-'-9,-, /,-trk _, 1,, ~(,-t) At 
d 'lYl 1) ( ~ -i-'(t . 113 +k-1 n 
c)(6""' DJoi-~>~4-k)~~~Lj i -1y k!trn.(t-1)cH 
w, 
(met a;r;,g d-1)= 0 en het punti== 1 + ~, van Wi ) . 
We passen nu de ontwikl-crJlingsste1linge:n van de vorige paragraaf 
toe met cJ.,(t)= logm (1-i), resp. a,(r.)= log'ln(t-,1) en vinden, mits 
f (t) aan de eisen voldoet, _tie w~,jn de vorige paragraaf stelden 
B( c<,f-i -)~flJl,w,,'lll~-i-t ~ ll ~k ~~ B ( o(-q )e,+k) 
vvd j O , (-- Rr R 
( 1 ) ftr•O"CYt. )~ cJ, ) t -'hi. + H~ > "-2.f > 0 
B, ( c(, (',; q>t\),½ "il:-1~ ~. ~ 1:-ilk a, K ~ B 1 ( ,q , f + Ii) 'llVIYl.- R,_ d > j, + fl,~ 
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We zien dus, dat gegcneralisGerde B~ta-integralen waarvany (t) 
s chrijvon is als cp (i ) log -m. ( 1- f ) resp. 1 ( f) log m ( t-1) te ont-
k:e le n zijn in gegeneraliseerd0 :faculteitreeksen, mits 'f (7) een 
~tie is, die in de cirkel 11-+/<1 amlytisch en eenwaardig is 
voldoet aan de ongelijkhcid 
\<flt)/ < c,IW iu,( 1-1,-tif r 
De gebieden, waarin de :facul tei treeksen zeker convergeren, zijn 
ls onder ( 1·) aangegevGn halfvlakke n, de mogelijkheid, dat de con-
gentie ook nog optreedt in een groter gebied is niet uitgesloten. 
di t te onderzoekeJ2_ maken we gebruik van st ellingen voor de gewone 
Lll teitreeksen ~ o.k B (<:i, k +I ) zeals deze door Landau en Nor-
e 
1 zijn bewezen (vgl. Milne-Thomson: The Calculus of Finite Di:fferen-
, Ch. X, pag. 271-2~7). 
lling I. De reeks !_ a..k B (o<, k """"' ) is convergent in het half-
k T-G. <:x > A , waari; 
log \!Q~l/1og'll 
00 
A= lim sup 
' 
als 2k a.k 




Voor fu cl< A di vergeert d G reeks, in geval fL o/. == ~ is geen al-
ene regel bekend. 
6,) 
'\-
lling II. De reeks ~ C\k B ( ot. , k+1 ) is absoluut convergent in 
halfvlak ~cl.> ),L. ,° voor R...e -0( <)A- is ee niet ansoluut convergent. 
rin voldoet ))., aan A$. r~~ + I • 
lling III. Als de reGks )k 1.1,kB (o<, kt-I ) convergeert voord.. =r;:J., 0 , 
0 
ze gelijkmatig convergent: 
1 e in het hal:fvlak BQ ol. ~ R_i d 0-+£ bij willek eurige E.. > o 
2° in het gebied jarg (0( - c.(,)j ~ ~ - rrl bij willokeurige 1 > o 
Als gevolg hiervan stelt de reeks in bet gehelo convergentie-
ied een analytische functie voor. 
Bij al deze stellingE:n zijn eventueel punten d. = O, -1, -2 1-···die 
het convergent iegcbied liggen met een wil1ekeurig kleine omgeving 
gesloten. (Hier heeft de reeks geen betekenis daar P (ot, K+I ) er 
,eindig is) • 
• Voor onze gegeneraliseerde faculteitreeksen zijn nu soortgelijke 
ultaten af te le iden. Hiertoe bewij ~en we allereerst de 
.pstelling. Is voor een gegeven f'unctie F ( cJ. , p , k ) en bij gehele 
, N > 0 een rij getallen Z." , ••• , tM iie vinden ( Jr.,4=ll), die neg van 
mogen af'ha.ngen, maar beperkt zijn in elke beperkt gebied van~ , 
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alsmede posi tieve gehele getallen K en L , ( K ~ L) zoda.t voor alle 
waa.rden ~an ~ en,-> met fltd) - N , A.if> - M geldt !, 
( 3) If ( ol, ~ ,k) - ,to B(d, k+1} - { B ( of ti I k+1) - J2 B(cx+.2 ,b- 1) - ............. -JN_1B(o(tN-,,k+:~j 
< tN B(!=te4X+Nlk-L+,) 
voor alle k > K , dan is de reeks 4 Q\( r (cl( ,f, k) (absoluut, 
gelijkmatig) convergent voor die waarden van~, waarvoor 400 Q.~ B (o( ,k+ 1) ( absoluut, gelijkmatig) convergeert en de reeks 
~ elk F (0( ,(3, k) diverge0rt ( convergeert niet absoluut), waa.r $ o.k B (0/ ,k + l) divewcert ,f niet absoluut convergent). Bovendien 
ia de converg,:;ntie van /.
0
k a~ "f- (o<,(3,k) in el~ bei;erkt gebied vanf; 
gelijkmatig naA.r(:> • (We sluiten punten 1 waar r (c::,;f,k) singulier is, 
uit). .x, 
Bewijs: Als ~ o.1cB (o1,k + JJ (absaluut) conv,3rgeert, convergeren ook $. a.. w B ( c..; + 1 , k +, ) , . . . , E a, It B (d. + N - ~ , k + t ) en 
~o.kB{o:•N-1J-L+1) (absoluu~), waaruit de (absolute) convergentie 6 0:, 
van ,?. 0.1,_ F (o: ,(3 , k) volgt. Waar bovendien de ,8..o , ... , £.N onafh.ankelijk 
van 0( zijn en uj.t de s-t-elling III voor de gewone facult~itreeksen 
volgt, dat .a.J.s ~ Qk .B ( ~> k + / ) in een gebied van o( gelijkmatig 
oonvergaert,. de0 reek sen ,zy a. le B ( o.+- I , kt 1 ) , ••• , ~ 0.1,.: B{o1+ ~-2, k+~ 
en~ a.k E (ct+..,-/ , k-Ltt ) dat o~k doen, is 
00 I) ? a.k ·p (ol ,[3 ,k) ook in dat ge-b'ied ge1i_j_,k.matig convergent. 
Is A weer de convergentiea.bscis van 2E_ ak :B ((:)(, k + I ) en 
A- 1 < ke oe < A , •t R.e,o( = A maar <;;j_ geen ;unt wn.A.r ~ o.k ::B (o(, k + I ) 
, 
De eerste reeks rcchts divergeert als P·~oo , de overige naderen 
.x., 
tot een eindige waarde, dus divergeert ook A Qk 'F (o1,R,k). 
~- 0() 1-
geert voor zekere waarde oi<> van o/. 
met R.v ol. ::> R..e QJ• is aangetoond .dat 
alle ol met R.e ,;;j... ·< A • 
Al::J we nu nog bewijzen, dat, indien '4 ok f (oe ,~ ,k) conver-
, z~ ook convergeert voor alle cl.. 2J. a.k f(°'f,k) divergeert voor 
Ui t de onge:W.jkheid ( 3) volgt F ( ~,<6>~)= { k-<X( J+0'{t» l 
-10-
dus als cLk ; F' ( o!, ~> k) 
F' l ~.If· K) , dan geldt 
(ii< ::. k -(c(- do) ( 1 t~(t» 
en d.k - d,k-1 ~ G"( k -R.t(o1-o1.,}-1) 
Maa,, R.. ( :- ol, ) > 0, dus { (d., - d,k-,) convergeert ab soluut 
en A tk P ( o/0 , ~ , k ) is convergGrrt ondersteld, 
K ~ . 
no 
ergo E_l'.l-kP(~qf,k).dk=~ a.k f"" (o1,0,k) convergeert. 
~ . K «> 
Zo vinden we dus dat ook ? a.k F (~ f ,~.) de convergontieabscis 
A jieef't. Op analoge wijze gaat men na dat 4- a,k f' (o1,r3,k.) en 
d 4-k B (<:::J., k + J ) dezelfde abscis van absolute convergerrtie be-
" 
zitten. 
We bewijzen nu: 
Stelling IV: De reeks ~ a,~~:B ( cJ._- ~ , r> +- k ) convergeert in het half-
vlak Rt ( ~ - ~ ) > ~ -'tn. , wp.arbij A gedefinieerd is als in ( 3a). 
Het halfvlak van absolute convergentie vindt men, wanneer men 
) doorµ vervangt, terwijlj..(,. voldoet aan A~/~ A+!. Als de 
bovenstaande reeks convergeert voorol.=ol..0 is ze gelijkmatig conver-
gent naar ol. : 
1 e in het half'vlak Rt~~ ftt0t 0 +£. bij willekeurige t...>o , 
2e in hGt gQb.:i.Qd J arg (o(-Q('0 )\<f-'l bij willekeurige 1>0 • 
Bovendien is de convergenti.ia in elk beperkt gebied van ~ gelijk~-
matig naar ~ • In het gehele convergentie gebied stelt dus de reeks 
8en G.na1y-tische functie van <;i.. in~ voor (uitgesloten die punten waar 
a;:Bc ol-\ ,~+ k ) singulier is). 
Volgens de voorafgaande hulpstelling is het voldoende te bewij-
d".,,_ 
zen, dat we voor ;f-,'f'rl 1-:) (o.:'-1 ,~+ k ) een ongeliJF'.'J.eid van de V"lrm 
(3) kunnen vinden waa.rin C>( vervangen is door o/- ,~ -1-··•n . 
~ 
Voor Re- ( ol.,- ~ +'n\ ) > 0 hebben we 
0:.B(d-tLt3-1-k)=- (1 t~-'½--'(,-tti-k-,k&-~&-t) dt 
~(-::. ' J~ 
zodat in het algemeen, mi ts o/- °v geen geheel gc-tal is 
6: B(o1-i,t:-·~·- . 1. ( (:-tj"'-~-·0-ttk••,p_ ""0-t)dt Jr .2 i /),1/'r\. n-(<i~\) J , ""'t 
~ 
Verder veronderstellen we dus Rt (ol- ~ t~} ::>- ~~ > fk f-> > - M . 
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V.e gaan nu ( 1 - t f~ 1 log" ( 1 - t) om t :. o ontwikke len. De (N + rm L, -de 
~-l~tT·Tn. 
a:fgeleide van d·3?,E:- functie is een polynoom in lnr; ( ,_ t ) . ( ,- t ) 
hetgeen gemajoreerd kan worden door ( 1-t fM-r4•'"'-;als t tussen Oen 
1 ligt. Op deze wj.jze vinden we 
G tji-'-/ P-'T'r< -1 'II-- A '1-1+/ ·~ +~1-N,J R'tl I- . · /v(.ld" 0 -t; = t · ;. , t "!' · · .. -. .. • 1-i N ·, t.. -r \. , 
waarin de A 1 , ••• , AN-t nog van~ a.:fbar.~en, rnaar beperkt zijn in ieder 
beperkt gebied van(~ • Verdervoldoet 'R (t) ae.n 
J
I f"' ... N 
(4) \Btu< AN&-H'-hN••··· 
a.ls O ~ t < 1. 
Aldus blijkt: 
d~ ~ 
c 5 > dr, ~ t ( o1-q,,r" k \ .1-1 .:&o1-i +,n;k.,J + t.:B{a-1 + .... ;,k+9 + .. . . . . . + 
waarin +!N_)){o<-~+i,n+N--1,k+,) -r "R~ 
1r ·- _ · ( 1.-tl"'-\-• HJ k Rtti H • 1:-•t I \-·-~-'::-t/ Mi Jt 
.ll".vn rr{'>i·1) J, J 
~ ~ 
dus als I<> M+ td rr.H·I m. b. v. ong~lj j'!..:h:'! id ( 4) 
\'R * I <. ,f:-N 'b ( o(-t +·1,,~t-1, k- M- N . ~-,) 
Hiermede is de vereiste ongelijkht:1id \lo:i:r· 
waarinde com~ota t:)+. de reele as sam•3nge-t-c-oklrnn i:~.: •,wrcei1,, 1it levert 
''YT\. . 
J~ -ci, Id.- (1 e+ k) ::.(-,}k >i J)T 11 a.\ ..1T)) 1 ~- ·) ;~ ... ~) J(~,,.I\_L-,\. t>r t.:;:-- 1-at l ~·, :-· 
De D,e zijr :1 ;_;;3r cna.'fhankeli;jk n1n cl: en k c-vi beperkt als f-' 
in een b~perkt gdo:,.~d va.:rieert. 
·n . 'fl\-, Verder is .0 = (1rt) L ~inrr{~ A.ls'J'l".er1n 
<m.- I 
= ( n- t. ) r:<:E. :r ,::. :,/:i.s --r• i:::: .. ~V".l',. 
' 
·.:::;; nu·r-t .. E:vE:-~.1 ~nr~ niet g,3i.1(:o\:)::i.J .").('Vl', ()!}~"!\/t":Il o~li:- !JlS~ tSelijk aan 
een geh eel 0c,te.1 •,· i, dan is D. :-:=,- 0 ~ "if.:. vimler. d0'1::· voor 6.E:1 
at . 
~l ~ ( o{-'-t, (3-t k) de ongeli.jkheden v::-.n de vorm ( 3) in te vull~:n 
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voor }: B,(a--'\,,f-'-1-~) een ongelijkheid vanhet type (3) met d. door 
d-~ fverva.ngen. Het oonvergentie gebied is dus bet halfvlak 
~ot >A+ Rtq, .. 
In de twee gevallen, dat D0 = 0 is, is )),+, O, immers 
D, = (;r l r·2 cos rt'~ a.ls 'TT\ even 
= (7r t f''H Sin 'frr a.ls Tri. oneven. 
We vinden nu voor :: B, (e,,(- ~ ,f->• k ) een 0!)8elijkheid van het 
type ( 3) me-t o( door o<-~+1vervangen. Het convergentiegebied is nu het 
halivlak R.i o1 > A + R.r.i - J 
Volgens (1) hebben we gegeneraliseerde B~ta.-integralon met 
f (t) = <f (t) log~ ( 1- t ) resp. 'f (t) =f(f) log,n. ( t -/ ) ontwikkeld in 
converg~nte gegeneraliseerde faculteitreeksen, mits f (f) a.an een 
ongelijkheid van de vorm (2) voldoet binnen de cirkel met middelpunt 
1 en straal 1 en aldaar ana.lytisch en eenwa.ardig is. 
Zij nu omgekeerd van de faculteitreeks ~ a,k ;: B{u- \,~+k) 
D • ~ 
waarin IU~> 0 is, gegeven dat zij convergeert voor R.,/ .. ,-,- )> A-tm.. 




Is At£. <-I J.an convergeert de reeks 4- Qk ( l:,__i: ( in het gebied 
begrensd door de cirkel \1-t\ :i 1, omdat de reeks E_ ( _,_ kX-£. )(1- t /' 
C 
daar absoluut convergeert. De fUnctie 
) "' «I )Ii; fl_t ~ f 4 0-k l!_- t 
voldoet nu aan de ongelijkheid (2) m-J·1, ~)::o en dus is 
D(.J<'., ~; 'f {t) log-nt(1-t )) in een gegeneraliseer::le faculteitreeks te 
ontw:i,.kkelen, welke juist de reeks iu wa:=trvan we u:~tgingen., 
Is -N- 1~ \+t.<-N (Ngeh•3ol~O) ondus i\J•- l<(-1-A-E)<N 
da:q. is vana.f' k =- N dj binomia.alcoefficient ( - ,_ (t ) alterne:rend. Is 
dan weer <f (f)= t-i. ~ d.k( s-t )~, de.» geldt dus binnen de airkel 
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1 I - t.1< 1 weer . N 00 , A · k 1 
/'f(t}j < \WR, i { 1.$. ak (,-tt) t AJ !J-L-t (-,- k -t)/ 1- t I )J 
< \ tr R, i ! A' -t A I~ 1:-,N-1-; ·l) ,,- t\" /-i-/ ~ l--l(-,-:-tJ HI-~ 
l-Ru l A" A ( I . l)-A· e-/J < \4- ,. .,_ t- 1- r .L. , 
fu i-">i-E.-1 
< A'' \ t l- q f / -I I - t j 
-d.w.z. Cf (f) voldoet aan een ongelijkheid van het type (2), en 
B<ot>~ ;<yd) log'11l (1-1") is in eenfaculteitreeks ontwikkelbaar, welke 
weer de oorspronkelijke reeks is. 
"'Ne vinden dus niet alleen, dat een gegeneraliseerde B@!ta-inte-
graal B (~)~ ; 9' ct) log 'fl\- ( ,_ t ) ) , waarin r (t) aan de r,.8dS meer ge-
noemde eisen voldoet, in een gegeneraliseerde f'aculteitreeks 
00 2J'rf-... ~ o...k d~,n, .B (~- ~ , f + ~) is te o~twikkelen, maar ook da1; iedere 
oonv er gent e faculte i tre eks ? 11-k ! /"" b ( "'1-~ , p, + k ) w aarin fu. j3 >a , 
voor te stellen is door een gegeneraliseerde B~ta-integraal 
_B (a1)f=>; Cf (t) log'YI\( 1-t)), w~arin Cf (t) a.an de reeds meer genoemde 
eisen voldoet. 
Hetzel£de 
bij dan de eis 
geldt voor de}\ -integralen en ~; B, -reeksen wao.r-
8c1 f> > 0 komt te vervallen. ~ ( t 'j heet de. ·ge nererende 
functie van de fs.cul •;e i treeks. 
3. Orde van r:1ac};: t_:.:_eeksen. 
er) k 
I. Voor een macrd;:rceks 2i_q;,,kr.. met; cunvergent:;-~,.:;·::caa11 wordt 
0 
1 D. Ari,~ .t,. \o.,ti\ n == 1 -+- /U./'{T\, .... ..., r 
k~ k 
gede£inieerd als de orde van de reeks. 
C \ 
Men gaat gemakke lijk na, dat de con~itante .•, u"i.<~ stelling IV, 
welke de convergentieabscis van een gegeneralisecrdo faculteitreeks 
bepaal t -'gelijk is aan de or_de van de machtreeks naar 1-t voor f'l-f( t) 
verminderd met 1 1 D.ls lim t ~ q> (t) niet bestaat, en gelijk aan de 
van de machtreeks naar t • +<> ,-t . van U -1 'f (t l - }!! c• 'l,(.tl//t 
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verminderd met 1 als lim f~ cp ( t ) wel bestaat. ' ) 
De orde van een machtreeks is in vele gevallen lastig te bepalen •. 
Hadamard e.a. is bijv. op dit terrein werkzaam geweest. 
II. We formuleren eerst de volgerrle stellingeni 
~ k 
Stelling I. Zij I(,, = I ~1 . Heeft de machtreeks ·r (-.z: )=2;- ~~ ~ 
met converg0ntiestraal l de orde h ~ o , dan is bij iedere t. >1> 
van t onafhankelijk, get al c te vinden, zodanig dat voor Ix. I < 
( 1) 11(-2:)\ < c{t-'l-fh-e. 
Immers voor bijna alle k geldt 
J½.f"-1(1 





We schrijven weer, mits t niet zo ge.kozen wordt, dat h+c.. een 
geheel getal is ( h ) k-h-t, • l rv C (:-,}"" - ks 
I k ,-~ ~ ) waarin voor voldoende grate I'{ de ui tdrukking (-1) k - c·onstant 
van teken is. Geldt di t, evenals de ongelijkheid ( 2) met k ~ N , da.n 
is 
waaruit weer volgt 
<Cl~ 1:-,t (-\/) 'tk 
I ft1',1I <cl,- ~r h-, +c' 
-h-.! < C (1- ~) 
bij geschikt gekozen c . 
co ~ 
Stelling II. StF)l men kan bij ,een gegeven machtreoks { (~)=25 0..1,:: ,x. 
met oonvergentiestraal 1 op de eenheidscirkel esn e :::_YJ.dig aantal pun~ 
ten s, , •••• , SJ- vinden, alsmed'e een getal w > 1: 7.01'.3.t binnen de 
eerlheidscirkel lz \ < l geldt 
l J- C -W-+-1 ( 3) { L"L) < z;- · \5"'-~ ~t•' t C ( I- ti-) 
waarin c, , •.• , c<t en C van % onafhankelijke positieYe getallen voor-
stellen en I'(,, = I~ I is. Dan is <!e orde van p~ reeks zeker niet groter 
dan GJ • 







wa.a.rin de integratiecontour )'(.~ een cirkol et middelpunt Oen stra.al 
~ zij. Uit (3) vol.gt 
(4) l<t I< I J- ~ ) jd.~1 + C ,, ... ,r,)-c.>~11:._\,c 
k j; ~ ,... k+I l t w \..! 
t -v )( s._ -2:, 
"' llff•,-.) We pe.ssen nu toe de transformatie ~ = -t..e , waa.rin 'f11. = e.rg¾. 
Is'!\ -~I.::\ 1- >i..e ~(<f +~)j "' ( ,_ 1,z: er.i <f t -t1)l 
We vinden zo 
~
R" d. 
..L \ le!~ I = l 7 
't JX: ,~ -11'"' 0 (.,- l 'r-~ Cf •ir.,fh 
't 
Voer 't > :i-6 , is er een O te vinden zodanig, dat O < t< : 
,- .tt 
en dat sin ½ '! = v-:::-
flt. 
• Voor 'f < c1 ma.ken we gebruik van 
,_,." c.e-:ir +-i\ l1- "·f + '11t ~ 1 ½ 'f >(1 -,z:.f 
en voor 'ft' > Cf > 4 ne.ken we gebruik van 
l .t . t I., .\ 
I- l.'t- Ur'lC(-+ It. > 4.tt ~ 1 <f > p.' 'l. Cf 
We vinden dan ,r 
.L ( Id it l < 1. \ii' d 'f H ( ( !!)w I{, 14b. iI_ 
.z J)('t\~ -ilr' ~ (1-1t)W Jl l 'f"' 
) -W l"t-"'2 {1t/2jw [ -wtl .u+-11 
:::. .! 6(i-~ - W-/ 7t -( 
< A l,--zr'"'+' ~ It. .... , ) ~ 
W> 1 is onderstald en 3" = ~ (' - « ). 
\lo nemen It = 1 - ~ en vinden dan 
..!..l\d,,=: , < A k w-1 
· 1: I~ --zf 
I -k 




~k < w~¥ 
~ • I + );,,._ -""'f -¾ I, ~ w 
dus 
of 
N. B. In geval we w = l genomen hadden, hadden we gevonden 
lo~)< A!-,. k 
en dus h • 1 + ~ ~ ~I G. kl S 1 ::r. {,) 11" ~ 
Ook dan geldt de stelling dus DOIi• 
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00 k 
Stelling III. Zij van de machtreeks ! (~ )=;} a.k IJ. met convergentie-
straal l gegeven, dat zij op de eenheidscirkel een eindig aantal 
singulari tei ten $ 1 , • , • ,~j. be zit. Geldt in dat deel van de omgeving 
van 5"1\, , hetwelk binnen de ecnheidscirkel ligt 1{~) ('\J c'fL l ~~ -zr ~ ~'T\, l 5'1\., z.) 
wa.arin w"" reeel, tcrwijl }-n ( 5-ri, ~ ) voldoet aan 
h 'Le ~~{~,tt) :o } ~ l>o ~ } ~ ~J ~ f ~ 1~-1. ~~l~.i}l~«> f · 
dan is h de orde van de rnachtreeks )als h = max w't\. ~ 1. 
Allereerst is het duidelijk, dat fr («) a.an een ongclijkheid van 
het type (3) voldoet metw =h + E. waarin e.. een willekeurig positief 
getal is. Dus is de orde ~ h +e. • Laat men e tot nul naderen, dan 
blijkt dus dat de orde ~ h is. 
Was de orde <h, dnn zou volgens (1) binnen de eenheidscirkel 
moeten gelden: t~}~ c u-~r h• 
voor zekere h '< h . 
Dit is zeker niet waar in de omgeving van het punts~ waarvoor 
w,. = h is. De orde is dus lrecies h . 
Ste1lling00 IV. Heeft t ( 'l. )= l;. a.k ~ k de orde h , dan heeft i (<t )= ~ "'i.., ( k+ I ) e:" de orde ~-1-1- , 
Imnlers lim sup J.:t.-½'kf\..,} • L '>'Uf -1t;~I -1-- I 
~ 00 
Stelling V. Heeft f 1 (,r )= 4 a.,k z'- de orde !, en -1~ (~ ):::!: ? a..tk -2. 'I< 
d~ orde h,l, dan is de orde van -f,c1( )+{_t<~)=E.. ( a.,k + Ui.k )z" gelijk. 
aan het max ( h, , hi. ) , ale h, :f. h.t , en de orde van i, (~ )+ j1 (r: ) is 
zeker niet groter dan hJ , a.ls h = h,._ • 
Het bewijs hiervan is duidelijk. 
f ~ .. w,· -~J -c,.J-lJ Stelling VI. z ij ~\=a CJ- (a.,-~ J (a..t -,g) . ····-·•LQ.,t - ~) X 
I )) • f V · J ...._ ~! . 
. x J,..,... 'J(a., .. 1d ....C..o-q_.~(p..t -t') ···--····· '4 4<.a2-1.t) 
+ 1t~) ) '""'a- (J .. 
waari :q l a.~ I =- I > C. J if:- o, 
i (-,:) regulier voor \~ \ ~ _l terwijl ·voor elke} niet vol-
daan is aan de volgende voorwaarde:. 
Alle cJ,J- , •. ·• , w.e · zij n niet-posi-tie:f gehee 1 en alle \J1J., ••.. , ~.fJ-
zij n tegelijkertijd nt1. 
-17-
'Dan kan l (~) ontwikkeld worden in een machtreeks van de orde 
h = max ( Rt c..\t- ). 
'Door te differentieren vinden we,dat i 1 (2) in een dergelijke vorm 
te schrijven is als hierboven voor * (~) werd gedaan, alleen is 
max( Re. c,'\t ) voor de vorm met 1 vermeerd.crd. We differentieren net 
zo lang tot max( R.e.cv~} )~ 1 is, dan kunnen we stalling III toepas-
sen, en m.b.v. stalling Vin de omgekeerde richting toegepast komen 
we op het gewenste resultaat. 
4, Het verband met asymptotisch~-2.,p.twikkeli~. 
Beschouw 1 S, ~) ~ 1 t ~-, Cfli) ,H 
0 ~ 
Door de transforme.tie t, = t met oJ. > 0 toe te passen, vinden we 
r._ ~). J r t,k-, 'f /c<,t,} d. t. 1 ti. o 
waarin £f ( 01!> t 1 )= Cf ( ti ) , . 
Het, is mogelijk, dat bij een bepaalde 0( ~(.z) in een facultei t-
rceks ~? o.-kB ( ft , k + 1 ) is t e ontwikkelen. Dan moet echter cp ( <;I,. , t, ) 
analytisch en eenwe.ardig zijn in het gebied 11 - t,/ < 1, terwijl voor 
dezelfde waarden van I «el-dt ) / 1 }1 ( t 
11
,-p Cf ol,rr.f<. C 1-)1- ,y 
Dit laatste betekent, cp ( o{) t, ) heeft een machtreeks-ontwikkeling 
van eindige orde. 
Aan deze eisen voor <f ( ~) t, ) blij:t voldaan, als men O{ grater 
laat worden. Verkleinen van~ kan achter of een singulariteit intro-
duceren binnen de cirkel /1 .... t I = 1 ~f de f ( ell t, ) van de orde di!::> 
doen worden. . 
Zij nu ~ ( ti.!> t, ) naar machten VA.n ( /- t, ) 0;1twikkeld: 
<f ( ~> i, )= ~ llk (C)i' )( I- t, ) k , dan geldt bij voldoend grotc (;X. 
~ (l } I ~ a.klo<J kl 
d ~ = o( l:- -i-(--'-~-+1 )------,·---(-~ +-k) 
De reeks in het rechterlid convergeert voor kleine ex niet meer. 
Als ot.. ~ o gaat de f'acul tei treeks over in een asympto tische ontwikke-
-~ ling naar 1C • 
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Dit verkiaart, w~~rom faculteitreekscn convergeren, terwijl asymp-
totische reeksen met ontwikkolingen naar ~-~, die dus met~= 0 cor-
responderen, divergeren. 
II. Een eenvoudig voorbeeld van een faculteitreeks is 
( II oo ( )k (r + k-11 1::::2_l y-,.lf) 
_ 't + ?H _ ~k ":" 1 _ k ..LJ le 
I , - c... 
~-,}. 2'. +1 o (~+~+,) -·-------[-2.-1-~-t-k) 
(f+k) 
wa.arin B k de gete.llen van Bernoulli van de orde ( f + k) zijn. 
Deze reeksvoorstellinF volgt uit J1., c J t•-I {•-½i\f cit 
0 k (f +It) 
f_ P~ t)1 0(1-t)Y 21 (-:,!) Bk ~-tjk. 
\:~ •, ~ k! (?+k) 
oa Lk-+1) 
I • ~ I k) bk .. n (~~~) 
I, \ '\'\ .... I - L.::_ \ 'I'\. { ' { I.) t.....'Z-c(J -n 2 l+l1--·-- ;Z-1rtr. 
Een a.ndere is 
' -~ Voor deze laatste reeks convergeert ook de ontwikkeling_ naar z • 
Nog een voorbeeld vnn een functic, waarvoor ook de ontwikkeling 
• k - '/'J:. .· 
naar '1. convergeGrt is ...e.. • 
Men hee:ft ..e - '/z = ~ (-,)'I\ 1i- '1\, j 1... 'I\, 
Voor 'n.->- 1 is 
I 
_I ;r. I I t ;z,~ I I - g -- i:) 'l\ - I d, t 
z'II. l'Yl-1}! · ~- ,vud' 
0 
(vgl~ boven), dus 
)i.-'4.-:: ,_ y;. (-f\ (' fz-, ( ... V-.. t)'T\.. dt 
T ,q.J{_"'-tlY. J , 
• 0 
(' t~-, . 
r =: I+ J Y - }, ( J. V-1,-1) J t , 
},i,f.51) is 0 e~;'!~.,,_1y1;ische f'unctie voor \1-t/ < 1, de orde van 
✓-J.~, t 
J,(~f-z;tY ll.) 1 zoals men met stelling III van de vorige pa.ragraaf vindt. 
tV-½t ' 
Dus geldt voor fle. Z>O i 
waarin de ak de ontwikkelingscoefficienten z,ijn van 
naar (l..;, t ):" 
d',{:d~½i) ~ l t)k 




We beschouwen nu 
-E ~c-z)==-f ..e.·; els 
z. ~ 
= .,e -.z s'.)O ~ -'l.X. oL ::x:. 
t _O( X. o I + X. We stellen = ~ en krijgen 
-~ JI '¼. - I ¼ t -1 
- E L (-~) :: .i ex' t f , _ -cr-1 ,H 
P..,. t ot-t 
We zulle n nu { 1 - ~- \ naar r: = l - t 
Stelt men 1 - h! = '5.k t -r:I< o< t-:... ~ 
2-t r' It 
enll --~j- f = E_ ak 't 
dan geldt t = 1, _g.li. = /ot. (k ~ 1) 
k-, en <\, -~,..o = l' f 
a,~ i. =- - ¥- 0-,i lk-i 
Op deze wijze vindt men ac:ttereenvoigens 
ao= 1 
d.. a.,= - 1. 
2-o( 
d.. Cl,l = 2! 
6-6ot +2 OI. 2 
o( a.~= - 3 l 
-1 "· 24-360( +22 o( 2-6 0( 3 ~ ,,,= 4 : 
,.J " = _ ];20-2400( +210 ex 2 -~0Q, C( 3 +24 o<4 
~ VV5 5 l 
ontwikkelen. 
cl. a.~= 720 .. 1800_ Cl(-t;:204~ i2-1350 Q( 3+548 <:x' 4-120 cx 5 
" ) . 
.,.J a_ 50~0-151200(+21000 o< 2-17640 ol3+9744 o< 4-3528 e< 5+720 o< 6 
"" 7-- 7 l 
:l:0320-141120o<+23181;0 o(~--235200 C?< 3+162456 cx 4-78792c( 5+ 
c){ a.a = s : 
en du.s voor - E. i (-z.) de ohtwikkeling 
lt)-W;-;~;;n de ontwikke lingsstelling toepassen indien { I--¥ r' 
geen singulari tei ten binnen \1 -t l < / heef'-t. D. i. ex > log t?. Bij 
cl.. = logZ is de ordc va~ f 1- ttt f'. t .. 1 gelijk 1, evonals bij 
d.> logt (St~III van paragraaf 3 toepassen). 
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E· . -f[' 1 J..-d. h-6-i.+lo'.~ 
·- L(:--t) =:; .e T- 'Z{t+o!\ -1- z('X.+r:!)(z+~d.) - ~{~+0<)(z+.2.ol)/-t+:i 
+ 24-36d +22 oZ 2-6 cx 3 120-240 o< +210 d.. 2-100 o< 3+24 ct 4 
z ( z~) ••• ( z+4DI) z ( z+c<) •••• ( z+5 ot. ) 
+ 720-18QQ_c,/+2040 cx 2-1350 c,{3+548 ct4-12o_ct 5 
z ( z+ ct ) ••• ( z+6 °' ) 
_ 5040-151200( +21000 Ol'.2-17640 Dt3+9744 ci. 4-3528 d..5 +720 r:J.6 
z ( z+ ot_ ) •••••• ( z+7c.x ) 
+ 40320-14112oot +231a40 cx 2-235200 °"3+162456cx.4-1s192 oi: 5+26136d6-504ocl 
z ( z+ ex ) ••• ( z+8 o< ) 
- .... ] . 
Voor Ci.= 0 krijgen we inderdaad de gewone asymptotische ontwikkeling. 
Tie ontwikkelingscoefficienten werden ber;,kend voor cl.= 1 en 
o/.. = 2, wat convergente ontwikkelingen levert, verder voor o/.. = log 2, 
welke _ net op de grens van convergentie ligt, en voor o/. = 0 ,5, waar-
voor we divergente ontwikk0lingen krijgen. 
Hieronder is een tabel vRn de gevonden waarden va/: de tell0rs, 
met als de v0rgelijking die voor de asymptotische reeks ( = 0) 
n 0 0,5 log 2 1 2 
0 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 
2 2 1,5 1,30685 1 0 
3 6 3,5 2,80202 2 2 
4 24 10,75 7,61852 4 - 8 
5 120 41,5 26 ~777 4 14 64 
6 720 191,75 110,173 38 - 592 
7 5040 1035 539,193 216 6768 
8 40320 6380,25 2968 ;92 600 - 90624 
Bovendien bepaalden we uit de eorste 9 termen van de reeks, 
-!Z 5 zonder de factor .,e , de som voor z: = 1,2,3. Voor o< = log 2 eno<= O, 
werd hierbij na een geschikte term hct Euler~proces toegepast, voor 
~ = 0 (asymptotischo reeks naar ~-k ) pasten WG het Euler-proces 
na de term met kleinste absolute waarde toe, hierdoor ontstaat een 
nieuwe alternerende reeks, waarop op dezelfde wijze het Euler-proces 
werd toegepast, enz., tot men tenslotte niet meer verder komt. Voor 
~ = 1. en 2 pasten we het Euler-proces niet to€, omdat het hier geen 
voordelen ople_verde. 
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De begin convergentie ·lqas voor ti. = 1 het beste, bij o( = 2 was zij 
zeer slecht. Het Euler-proces zorgt bij de lage ~ -waarden er voor, 
dat met de eerste 9 termen toch nog een behoorlijk resultaat be-
haald kan worden. 
Het heeft dus zin de reeks te beschouwen voor ~=log 2. Voor 
u.. = 0,5 krijgen we divergcntie. Oneindig veel termen van de reeks 
'/2 -'!\ ,. Ri !l k gGdragen. ,zich ongeveer als ( ~ · - 1) ,n_ ; waarin .. e, -1 < 1 • Of 
het toepassen van de somma tierrothode van Tfuler zin heeft, is nog een 
opon vraag. Hierbij dient echter reeds opgemerkt te worden, dat de )-/ 
methode van Euler de machtreeks voor { 1 - 2 log ti overvoert in een 
reeks, di c nog tot i-· = 0 c onvergeert. · 
Het onderstaande tabelletje goeft de resultaten met de exacte 
waarden van -.2z. EL(-z). Hieruit blijkt, dat c:/.. = 0,5 verreweg de beste 
rcsultaten oplevert. 
\ r.J... 0 0,5 log 2 l 2 exact ~\. 
' 
1 0,6019 0,5969 0 ,5983 0,6011 0, 6216 0,5963 
2 0,36111 0,36135 0,36143 0,36162 0,36421 0,36133 
3 0,262088 0,262081 0,262095 0,262124 0,262675 0,262084 
IV. Als laatste voorbeelden mogen de logarithme van de faculteit en 
haa.r afgeleide, de 4-i -funct ie, dienen. 
R1er k~n men de integra.alvoorstelli '1B: VP.n G~i-~z voor de f -functie 
gebrui.ken oo { , 1 • 
J :x - :ic X +1J \ ) el \ d; ( :t. +I) :. J _{:_~ - . .R. . c1, x. =- - { I ;- -~t 6 t T O l :,:, 1 _ e, -::,.. 0 Y.-0-S- t ,-
Norlund geeft al aan, hoe men met behulp hiervan een faculteit-
reeks voor 41 ( 'Z. +-p +1 )- <f> ( .z +-I ) kan vinden. Immers men heeft 
00 ,\ _,x. ( ,\ ( ) l -ltz +11:X... I - .2 J o/ ti_ +1 + IJ - 'f z t-1 = ,e_ I- ,e. -:x. ct,.l'.. 
0 
. f t"' '.= r dt 
Dit levert, zoals men gemakkelijk ziet, de faculteitreeks 
( { ) ~ (-,)" p./p-,J-·---/,,u.-k) <f ~ + ll +-I)_ cl, Xt-1 ::.~ - ) ( ) 
r r O k +, lz. ,..,){ tx.,. i ~ .. ..... - 2 + k +, 
Vaor log a.! geldt de integraalvoorstelling van Plana: 
Y~ l.(J =J~ .t~;y.{1---1::..~:::1. l dx 
'""J O 1- .t ~ 
( 1 • ,-t:i:i_dt 
.. -J() t -2: - ,:-r 1 4 t 
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Ma.a.kt men -ten.slotte nog gebruik van 
J~ l~+1) 
da.n vind-t men 
(1) 
-I 
(\J (:?. + 1 \ - ;.&a I~ + 1) == - I i-~ J .~ + 1 l d t 
,1 J l I - T, ,r(>'ll t \ 
. 0 • <i 
½ ,,I -(,Hi,)¼ (,rn) ~ - ff t '!-fr+½ a)- .~c 1, \ ~: {· . 
In de laatste integraal nemen we ecrst eens de grenzen 0 en o < 1. 
Nu is 
Verder gebruik makend van f dJ I 
. () -TY __.c-{ t ,. - 2,..,,, a.. 
vinden we "Va 
tz • t 
,_ 0. 
In beide integ.i;~:i.~n is nu de integrand eindig voor q.,. == 1., we 
kunnen dus de limiet overgang o..-;.- 1 ui tvoeren. Op deze wijze b.lijkt 
~ ;z/ - (~+1!:) /~ (7. +1) = - l 1 _ r_ (--1 - + -'- -i.) d t - (z + tJ (..\ Jo 1~ t /- t ..l,,a t 
( 1 ( I Ji t ) dt 
+ J0 T-1 + :t + t ,½ t ,eo.g_ i: 
De eersto integraal zullen we in een faculte~LtI<3eks ontwikkelen; 
die in een ha lfvlak Rt ~ > 1.~ een tot nul naderende functie definj eort. 
Stirling's asymptotische formule lev0rt 
( 1 ( I ii I ) d.t 1 0 J0 1- t- + h r t ~ t i'1 t = I ,{~ nr 
Dus 
J 
( 2) t1 ,,/ =(<'. •M,i.u1 -(,,+1J +f ~ llr -t-~ d T-r + J~t -1,) &,t 
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Met behulp van de integraalvoo~ste~ingen (1) kan ment(·t.~I) 
en log ( 'J.. +I ) i na de substitutie t, = t in gegeneraliseerde facul-
tei treeksen ontwikkelen, die de asymptotische reeksen van Stirling 
vervangen. Ook hier is een ondergrens voor de °' -waarden aan te geven, 
waarvoor de reeks in een zeker halfvlak ~onvergeert. Voor de f-f'unc-
tie krijgen we, na de substi tutie t, = tO( de integraalvoorS'tellingt 
4' ('1.'. - ~(HI)•-~ t t, <!J.;i - I ( ,-'t:;. + ½ t,}<J.t, 
De singulari tei ten van cp(t} = · 1~ t !/o1. + cJ.t, zijn het punt 
t, = 0 en de punten, waarvoorf= 0 gek6zen w!1t. De enige singulari-
teiten, die ons interesseren, zijn die, welke binnen de cirkel 
!1- t / = 1 liggen en wae.rvoor \arg it<: 7[ • Men ziet dat deze er 
slechts zullen zijn als d. < 16 • Voor o/.. > 16 krijgen we dus convergente 
f'acultyitreeksen, en wel convergent voor Re ( -X+I )> O, daar de orde ~ )- (f(o) . 
van · b 1 is. 
{ 
::::. 
Hetzelfde geldt voor de faculteitreeks voor log~! 
Voor ct= 1 krijgt men de volgende reeksen. 
d.J ( ) ( ) 1 1 ,. 1 T ~+I = log z+l - 2(z+l) - 12(z+l)(z+2) - 12~z+l)(z+2)(z+3) 
19 9 + 
- 120(z+l)(z+2J ... (z+4) - 20(z+l)(z+2) ... (z+5) • • • • 
log z ~ = (z+½) log (z+l) - (z+l) + ½-R-OJ.21.t"+ J-2(;+ll 
1 l 
- 360(z+l)(z+2)(~+3} - ~12=_0-c-~-+~l~)~(z·+-2-)-.-.-.~(z-+~4"'1'"') + ••-•• 
t/·'. = , ) Y~-R.at>-e +, =, vrtd.wn ~ · ~li,,t- cvr~ 
5. Toepassingen van facul tei treeksen en B~ta-integralen. 
I. StellilliLI: Zij van een functie i- ('I.) die in I.J.. = 0 regulier is, 
gegeven, dat ze eenwaardig en artalytisch is in bet~ -vlak, waarin als · 
coupures zijn aangebr-a.cht de halfrechten, die een eindig aantal punten 
s,, ... , 15"'- met resp. s, ()0 , ••• 5'1'1 oo verbinden. Neem verder aan, dat j (a:.) in de omgeving van een pun-t ~J ( J. = 1,. ~. ,n, ) , alsmede langs de 
halfrechte, die SJ met S, c,e verbindt is voor te stellen door 
d }~}:: ~Jaj +lJl~) 
waarin3J ( ~ ) in de omgeving van en langs de halfrechte, met ,uitzon-
dering van het punt ,z = SJ analytisch is en !J ( .z ) in die omgeving en 
langs de halfrechte analytisch en eenwaardig is. 
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Stel tenslotte, dater een reeel getal ~ is te vinden, zodat geldt 
l gJ (~)/ ·< A jtt,/ '} j = Ir•--·--, •11, 
als l~l voldoende groot is en op de hi:.1.lfrechte V{ln Sj na.ar SJ 00 ligt, 
terwijl in het gehele opr-mgesneden ~ -vlak geldt 
\ ic~)) < A' \<tl ci 
' 
Indien dan etk wordt gedefinieerd door 
l . ~ k . (-i) =- A Q, k If,. 
l V 
I 





wa,..1.rin Kt-< bijv. een ( in positieve zin te doorlopen) cirkel is met de 
oo~sprong als middelpunt en voldoend kleine straal R. Laten we ~ 
toenemen, dan moet men, em de singulariteiten~ te ontgaan de cirkel 
van lussen voorzien die om SJ- lopen en tweemaal, in tegengestelde 
richtingen, een stuk langs de ha.l:frechten va.n Sj ne.ar ;;/"'. De bijdrage 
langs de cirkel nadert tot nul als R-+oo en k >i- en de integralen 
lang~ de hal:frechten + lussen om SJ convergeren, daar de bijdrage 
van .lJ ( ~) nul is en l~j ( z )I< A ! ✓-1:/4 ondersteld werd. 
'I\ }(SJ t) - k-1 
ak=--'-. Z[ ~ a&~)~~ 
l7t L I d S,oo 
il 
Door te substi1ueren t 
a. L "' - -'-. i s ~k ( 
" l7tL , o j 
w, 
Als dus ~J ( 'l. ) van 
~· 
de vorm: jf_ 
" 
, ·• 
is, wa.arin Cf ( t ) een in de cirkel 
vinden we 
)~.el - / 'Ill S .s · ( -f - I q log l! ( i - I ) <f.tJ ( / ) 
\1- t I < 1 reguliere functie is die 
daar voldoet aan If u-JI < ltr R,, .,· ( 1- 1,-tl)"i' 
dan kan men de a,~ schrijven als een eindige som van faculteitreeksen 
Cl,k ~ -¥- 4 ~J-h :e., ( k' ~lJ ; <f .tJ~ )'9 "",; (t -I~ 
Men kan op deze manier bijv. de coeff.i.ci enten van ne machtX"08ks 
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y )~ , ~ ontwiklrnling van ( '1.- a, ) ' ( 1:1.- <\.2. ••• ( '!- 0.,3 ) in faculteitreek-
scn ontwikkelen. 
II. Z ij A~ o, LI~ o , ).. +;.;. > o en l1h =-'-. ( tAh (t- ,)f h aLt)co,(t) cl t 
/ I ;_ 7C' i Jw, Q \ 
Hierin stellen ~- (t) enq,(t) functies voo~, die aan dezelfde voorwaar-
den voldoen als onder IV v~n ~ 1 met 1-: 1L + q,' + Req, = O. 
Zij verder t~cp(t)=? Ck (1-t)' de machtreeksontwikkeling van 
fiCf(!) em het £Unt 1. 
Zij ~ (1AY)= 2;- .,e_h cw-h een functie, die binnen de cirkel Jrw-1< R 
analytisch en eenwaardig is, terwijl we bovendien onderstellen, dat na 
het aanbrengen van een eindig aantal coupures langs halfrechten, die 
een punt d· metJ oo verbinden,~ (l\.l.t) in het gchele opengesneden '\JJ"-vlak 
ana lytisch en eenwaardig is. 60 
Dan is de functieF(IJ.. )=LE_ ahZh ,zh in een IJ.. -vlak, dat open-
o 
gesneden is door coupures 
A+J..1.. -
aan te brengen langs de halfrechten, die 
. . (A-+µ.) ; "jl-rri __ -p.,-rr1 
de punten 6 ·>.>. J-t- .t me·t· J- ..e.. oo verbinden en langs de half-
)'~ . (A ; /+_µ +J' n-i . +_? 1ri 
rechten, die de punten J \L J-A- .,e. met J ..t-
A. J--'-
verbinden een 
analytische en eenwaardige functie , die voor te stellen is door de 
intograal 
of door de 
r A f) F c<(.l" -}", t, i (,; t (t-,) ttJ <f!.ll Jt 
reeks 
F tz.)--=-i .! (-,/ J\: I (, ( ~ t\t-,)~J t -~ q,ltJ (t--1/ dt 
2.1tL D WI O a 
De straal vsi.n de cirkel om 1 van de integratieweg W1 moet zo klein 
gekozen warden, dat ge.en singularite!i:t~n van ~ (qf>·(t-,)1) 
omsloten worden. ~ 
Voor het bewijs vervangt men in F (t)=~ aht1:-i~h de coeff'icien-
ten Ct~ door hun integraalvoorstelling, indien° \~/ < o..:~~ R kan men dan 
somm~tie en integratie v0rwisselen en men vindt de f'ereiste integraal-
voorstelling, die in het gehele opengesneden ~ -vlak een analytische 
functie voorstel t. Door het aanbr0ngen van de coupures n. l. voorkomt 
men dat een singulariteit van S ({Z t>-. ( t ~ I )f-') op het se~nt O _< t < 1 
komt te liggen. De ontwikkeling volgt ui t de c-,lgem~ne ontw1.kkel1ngs-
:.; tel ling. 
N.B. Neemt men slechts aan dat voor4'(t)==i(t) cp(t) de eisen van 
paragraaf 1, II gelden, dan is de integraalvoorstelling nog juis~, 
mits ~o = O. 
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III, Zij .li~o ,,no, ~+f>o ; o.h= f t~h (1-i (h j(t)'f'(1-)dt 1 
0 
a. ( t ) el). ,']) ( t ) voldoen aan dG cisen van sectie V V8.n nara.graa.t 1,. a ~ 1 I ~ , S (,.r)=? lh'\J.r,voldoet aan de ei&en van II van deze pnragraa:f. 
Men vindt dan, dat F ( -:z )= 1E. a..1-, kri .z.h analytisch j_o voort te zet ... 
O o. )>.ijA 
ten in een ~ -vlak opengesnedcn langs de halfrochten, die j- +-( A 
met J 00 v~rbi·i'.:Klun, en daarin is ,,oor te stellGn door A f< 
- (' ''° t I k 
F(~)=- Jt>~(lt>-0_-ti~) ~(t) rf(t)dt :4- <l"k t ~ {~t~u.-it) t-'l, ~{t}(~-tJ d.t 
oo k 
waarin f.°w f ( t ) =? d\ ( I - t ) is gesteld. BeVTij G als bij II, 
IV. We nemen :i.n II van d0ze paragrr.a.f' ~ ( '1,r )= ( 1-cw )-1 , A = 1, /"' = 0 
On r.p ( t )~ a ( t ) cp ( t ) • 
An.n f ( t ) worrlt sle chts d0 eis van pnragr'la:f 1, II ge steld. Dan 
is dus 
; _.e.h =- I 
F (z) = ~ Qh 'L h :: __ , . r 6- ztr' 4'tr) cit 
o . .21[ l J\4/ 
I 
Dit levert ons de analytische voortzetting van r (~) in het com-
plexa ~- -vlak met een srede langs de positieve reele as vanaf ~-= 1. De 
intcgratieweg W, meet zo gekozeh wor~en, dat het ~unt t = ~- er niet op 
ligt. 
Ligt ~ dicht genoeg in de buurt van 1, dan kan men behalve de 
oorspronkelijke contour y./# ~ een W,, beschouwen, die de punten t ==½ 
en t ~ 1 Q1TJ8luit an geen andere singulariteit van<}i (t ). 
Dit betekent, da"t men aa.n de integraa1. het residu van de integra.r:·i 
in t = i toevoegt. 
~ .~ w. 
,,··· ,. ''1 \ . 




F(1) = - 1. I (t- zi-T1 t(t) dl + ;, f(i) 
2~L Jw ~ 
II 
Hierin kunnen we de integratioweg onafhank:elijk van ~ kiezen, als 
~ tot l nadert, en we vindcn dus 
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war:i.rin H ( '! ) con in de omgeving van 7.. = 1 reguliere functie is. 
VervangEm we in het bovcnstn.:,nclo ~ door :Y,1-, wa.arin :Y :f: o , dan 
vindon wij dnt de functio 
I <),· \ r, /_~:- I- i.. 
~- ,:1 k ,,.,.1 '1. 
k,., 
in do orngeving van bet punt :L. == l· guschrE,ven kan warden in de gedAAnte 
l . f I ) I_\ , ''-' ~ l\) ', ·,;-;::· t- i'l (,z .. } N~ .. I •'·' ,.. • 
waarbij H ( z) in de omgeving van .z. ~ ~ regul:i.er is. 
Als voorbeold dienc de opgave: Bcpaal de aard van de op de een-
heidscirkel golegcn sin.gulari tci ten van de functio 
()0 l. 
-7.. "-F (~) =2; 1T 
Als A niet geheel positief is, geldt de formule 
__ I ~ 1(,-_A) ( t k-, (,t, . t-)A-/ rlt 
k~ Ht"L 1w i I 
I 
dus 
FL-z.\" r/,~~l 1,1'.} (1-1ff'(.t,!f' Jt 
:irrr, W, f-
zodat volgens het bovenstaande (.z.) in de omgeving van het 
afgezien vrin een reguliere functio, gelijk is aan r (/-A ) 
Is A echtcr wel geheel positief, dan is 
-
1 =- --1 _! ( t k-, JM/_li·-i)l-1~ t,/-1dJ 
k>- Tt>i) .2n-i Jw, er'" 
dus 
F. (z,.\ - - 1 --~ \ (1- <etf' ,,&!(t-,)(-iA-<i_i:\:X.-, Jf 
punt .z = 1 
>-.-1 (log i ) . 
<>--1)\ J.Tt L Jy./ ---v6 
zona.~ in dat geval F Cz) ih de omgeving van het punt z = 1~ op een 
reguliere functie na, gclijk is aan _L_JI .log (l-'t). log>-.-, ('l.). In [A-f' ; 
di t spcciale goval treedt dus i.n he-t punt a. = 1 :~011 logari thmische 
singularitcit op. 
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Door nnalytische voortzetting geldt di t ook voor he, ~ f o • 
We vinden zo 
F (,z, l = ~r.>-Vr. rq~ -€1. ,1-t , I ( I;". ;(3-1- k)_ 
n' ~~ -0 6 \<. :z k 
Als \arg ~ I< 7· , za.l als \~l-+ 00 de onvolledige GRmma-:functie f(-x. ij->-1-k ) 
tot de volledige Gamma-functie I ( (3 + k ) naderen. Door het vervangon 
van de onvolledige Gamma-func·cie door de volledige, g8.A.t de conver-
gente ontwikkeling in een divergcnte asymptotische ontwikkeling over • 
. .., QO t >.-, 
Is n.l. Re A >o dan is r (/,( ). )= r (A)-1 .R.- t dt . Hierin 
. -7. 
zijn zowel f (-~)), r· {>1) als ): . .{'.-t t\-i dr analytische functies va.n ~ , 
dus bovenstaande rela tie blijft ook gelden als R..e A ~ O. We vinden dus 
zo 
en 
,z f{ . ')- .ezl {~) ~ /1}(..!._)1 
.e '7~)1\- 1 .v '.?, 
. 'J.." 
We zie•n dus dat het vervangon van de onvolledige Gamma.-functie 
door de vo1ledige een fout introduceert, die van kleinere orde in ,z is, 
dan w0lkc torm van de reeksontwikkeling ook. 
Nadert \{L./ tot onc:indig met J arg (-.z)\< 7J , dan zal de term 
U ( -~ ) de hoof'dbijdra.ge · leveren, in de reeksontwikke ling worden alle 
termcn van dezclfde orde. 
VI. Noem nu in II S ( w) = cosh'W', dus 
0
-
1 k even 
-trk = kf 
=- o k oneven 
Venier weer A=--= l,f' = o, 1 = 0 en 3 (t) = ( t-, )f-,-i 
In dit geval vinden w.e 
met 
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Als \.z j-+ oo met I arg r.l\ < J , kt<lljgt mon een a.symptotischo reeks 
do tit~ ( ~ ) dobr .,e. 'l r ( r+ k) 'X -r-, ·- k t, vervangan; als )rt l_.,. (7:) Met 
jrtrg (~-~)!<¥ krijgt menecnnsympttotische reeks, doof'~(li) llbt>~ 
.. z r, -~- 'K 
.t (f?.i-+k )(-,z) te vervqngan. 




en we vinden 
(½t I~[~)= l.(-'11.~i}} ~ ( ~~ ~t)(tl.-1,}-n~i dt 
vrr 2.1n lv1, - -
wat overeenkornt met de in-tegrce.lvooz-stelling van Po.i.sso:n ,civr de 
Bessel.functie s,. 
Tenslott.e 
- k - .l _2.\j • 'tl-f-~ (,n-Uf ( ,) (JI< - fii (-'ll- ~J. 4 (1YL-±- kn k~ 
dus vind.en we de reeksontwikkeling 
I l) , ~k 2.-k . 1· }k .{f'(,z ~'rt- tk+i) r. ),n -tn·i ,,e-1-tf(. .. ~i'Yl+k+tj 1 \~ -=--- ~------'- (-1 k +c' ..e.. k 
IJ1. vrrr:ri.. 0 k!{'fl..-f-k)\ · ~ ~ · 
Beschouwen we alleen de eerste term tussen de haken efi nemen we 
T"' ( 'ft -1- k + f ) i .. p. v; de onvoJ.ledige Gamma-:functie, da.n krijgen we 
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r ~ q, if -k l 1 '-)I in l~) ... ~ ~ (-1) ,( J. '11. - r + K . 
· V'- Tr~ " k!{ 'YI-½- k)! x.k 
' 
~. ('_ f£. c-l :J. - k I"·•±) .. ·-·--/"'-± +kl I" -j} ······ /n- K+f) 
\J;rrz. o- k! zk 
wat de bekcnde asymptotische reeks is. 
VII. t~em tenslotte in III A = 0, p = 1, ~ ('11..i )= ..i.w--, ~;:; 0, j ( t )= 
(1-t i . We vinden na in de irrtegralen t aoor 1 - r vervangen te 
hebben 
""' 
= ~ Jk 1( - -!l · ol +- k:) 7(:~+t ) 
Nu is weer 
f 1 {-~ 1«+k) _ f{O(+k) +(J.(.-e~) 
(:~Jcx+k - t:()"'"-1- k . z 
ala dus \arg ( -IZ. )j < ;_t' maken w e in iedere term van de le.atstgenoem" 
de reeks een fout die van kleinere orde in /J.. is, dan welke term van 
de reeksontwikkeling ook, indien we de onvolledige Gamma.-functie door 
de volledige vervangen. Zo krijgen we voor } ar,g (-~ )\..(. 1[ de a.symp- · 
totische reeks 
